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SANS KISITLI STOKASTIK PROGRAMLAMA PROBLEMLERININ
DETERMINISTIK ESITLIKLERI
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Dogrusal programlama problemi olarak modellenen birgok gercek hayat probleminde katsayilar
rasgele degisken olarak ortaya cikar. Bu durumda kurulan probleme stokastik programlama problemi
ad1 verilmektedir. Stokastik programlamanin ¢oziimiinde temel yaklasim, problemin olasiliksal bir
yapidan deterministik bir yapiya dondistiiriilerek bilinen yontemlerle ¢oziilmesidir. Stokastik program-
lama tekniklerinden biri olan sans kisitli programlama yaklagimi, rasgele kisitlart belirli seviyelerine
gore deterministik duruma getirmeyi amaglar.

Bu c¢aligmada rasgele degisken olan katsayilarin normal dagilima ve Ki-kare dagilimina sahip ol-
mas1 durumunda ortaya ¢ikan sans kisith stokastik programlama modelleri kullanilarak deterministik
modellerin olusturulmasi siireci incelenmistir. Katsayilarin dagiliminin dogru olarak seg¢ilmesinin
onemliligi sayisal bir 6rnekle agiklanmis ve irdelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Sans kisitli stokastik programlama, Normal dagilim, Ki-Kare dagilimi.

DETERMINISTIC EQUIVALENTS OF CHANCE CONSTRAINED STOCHASTIC
PROGRAMMING PROBLEMS

ABSTRACT

Many real life problems which are modeled as linear programming problems where coefficients
appear as random variables. In this case, such problems are called as stochastic programming problem.
The basic approach in the stochastic programming is solving the problem with known methods by
converting the problem from a probability structure to a deterministic structure. The chance constraints
in this programming approach can be forced from being the random coefficients to deterministic one
according to their specific levels.

In this study when the coefficients which are random variables have normal and Chi-square dis-
tributions, obtaining of deterministic models that are equivalent to chance constrained stochastic pro-
gramming models are examined. The importance of choosing the correct distributions of coefficients
is explained by a numeric example.

Keywords: Chance constrained stochastic programming, Normal distribution, Chi-Square distri-
bution.
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1. GIRiS

Gergek hayattan alinarak, dogrusal programlama olarak modellenen problemlerin ¢ogunda karsi-
lasilan genel problemlerden birisi model parametrelerinin (c > vebi) uygun degerlerini belirleme

glicliigiidiir. Parametreler elde bulunan veriler yardimiyla veya daha onceki c¢alismalardan yarar-
lanilarak kesin degerler olarak secilir ve uygulanana kadar dogrulugu bilinmeyebilir. Bu bazen
arastirmanin yansizligini etkileyebilir. Bununla birlikte model parametreleri genellikle dnceden belir-
lenemeyen, kesin olmayan rasgele degiskenlerin etkisi altinda kalmaktadir. Diger bir ifadeyle modelde
baz1 veya tiim parametreler rasgele degisken olabilir. Bu tiir problemlere stokastik programlama prob-
lemleri ad1 verilir.

Deterministik yaklagim, karmasik sistemlerin arastirilmasi ve optimizasyonu sirasindaki tasar-
lama, projelendirme ve yonetim durumlarinin ekonomide, teknolojide ve askeri yonetimde yaygin
olarak kullanilmasina olanak saglar. Baglangi¢ verileri, amag kurallarinin etkisi altinda gelisirler ve bu
durumda deterministik yapiya sahiptirler. Fakat bu sistemlerin deterministik gelisimleri sadece bir
egilimdir ve rasgele faktorlerle bozulurlar. Bu nedenle ger¢cek hayat problemlerinin ¢ogunda stokastik
yaklasim kullanmak daha dogru olacaktir (Kolbin, 1977).

Belirsizlik altindaki dogrusal programlar igin baz1 yaklasimlar gelistirilmistir. Belirsizlik aslinda
dogrusal programlama parametrelerinin kesin olarak belirlenmesinin zor oldugu durumlarda ortaya
cikar. Stokastik programlamada rasgele degisken iceren tiim kisitlarin bir olasiliga sahip olmasi
gerekmektedir. Burada genel yaklasim, problemin olasiliksal yapisini, problemin gergek yapisini boz-
madan ona esdeger olan deterministik duruma doniistiirmektir. Bu tip problemlerde kesinlik elde edilir
ve simpleks yontem ile ¢oziiliir (Taha, 1997)

Stokastik programlama teknikleri ¢ok asamali programlama ve sans kisithh programlama olmak
tizere ikiye ayrilir. Bu ¢aligmada ele alinan sans kisitli stokastik programlama teknigidir.

Sans kisitl stokastik programlar ilk olarak Charnes ve Cooper (1959) tarafindan modellenmistir.
Symonds (1967), ¢calismasinda sans kisitli programlama problemleri i¢in deterministik ¢oziimler sun-
mustur. Sengupta (1970), sans kisith dogrusal programlamanin bazi dagilimlar agisindan genell-
estirilmesi tizerinde c¢alismistir. Sengupta (1972), stokastik programlama yodntemlerini sistem
giivenilirligi yaklasimi altinda incelemis, uygulama ve yaklastirma yontemlerini sunmustur. Resh
(1970), stokastik hesaplama zamanlari ile makine yiikleme problemlerinin sans kisitl programlamasi
lizerine ¢alismistir. Kolbin (1977), stokastik programlama problemlerini agik¢a tanimlamuistir.
Planlama ve yonetim problemlerindeki risk ve belirsizligi incelemis, sans kisitli programlama model-
lerini sunmustur. Hulsurkar, Biswal ve Sinha (1997), ¢ok amagli stokastik dogrusal programlama
problemlerinin bulanik programlama yaklagiminin bir uygulamasini ¢aligmislardir. Déak (1998), sto-
kastik programlama probleminin en iyilenmesinde ¢oklu normal dagilimlar igin dogrusal regresyon
tahmin edicileri sunmustur. Kampas ve White (2003), ¢alismalarinda nitrat kirliligi kontrolii igin
olasiliksal programlamay1 onermislerdir. Jana ve Biswal (2004), katsayilar siirekli dagilima sahip ras-
gele degiskenler olan sans kisith stokastik programlama problemlerinin ¢oziimii igin, genetik algorit-
may1 temel alan stokastik simiilasyon sunmuslardir.

Bu ¢alismada sans kisith stokastik programlama problemlerindeki katsayilarin normal ve ki-kare
dagilimina sahip rasgele degiskenler olmalari durumunda deterministik esitliklerinin bulunmasi
incelenmistir. Katsayilarin normal dagilima sahip rasgele degiskenler olmalari durumunda, rasgele
kisitlarin ve amag fonksiyonunun deterministik hale doniistiiriilmesi kolay ve zahmetsizdir. Bu ne-
denle sans kisitli problemlerin ¢cogunda katsayilar1 normal dagilima sahip olan modeller ele alinmistir.
Ancak gercek hayat problemlerinde farkli dagilimlara sahip katsayilarin da oldugu diisiiniilerek nor-
mal dagilim diginda farkli bir dagilima sahip sans kisitlarinin da incelenmesine gerek duyulmustur. Ki
kare dagiliminin secilmesindeki sebep, normal dagilima sahip rasgele degiskenlerin karelerinin to-
plamlarinin ki kare dagilimima sahip oldugu 6zelligi kullanilarak deterministik esitliklerin bulunma-
sidir. Katsayilarin ki kare dagilimina sahip olmasi durumunda deterministik esitliklerin elde ediligleri
oldukga karmasik hesaplamalar gerektirir. Bu da literatiirde normal dagilimin tercih edilme sebebini
acik bir sekilde ortaya koymaktadir. Calismada, iki farkli dagilim icin rasgele degisken olan katsay-
ilarin rasgelelikten kurtularak deterministik bigimlerinin elde edilisi ayrintili olarak sunulmustur. Sa-
yisal bir 6rnek verilerek incelenmistir.
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2. SANS KISITLI STOKASTIK PROGRAMLAMA PROBLEMI

Stokastik programlama problemini deterministik programlama problemine doniistiirmek i¢in kul-
lanilan yaklagimlardan biri sans kisith stokastik programlama problemidir. Sans kisith stokastik
programlama problemi rasgele verileri igerir ve belirlenen olasilik limitlerine kadar kisit bozulma-
larina izin verir. Eger dogrusal kisitlar, kisitlardaki bozulmalarin genisligini belirten olasilik
Olciilerinin kiimesiyle birlestiriliyorsa dogrusal programlama modeli sans kisitli olarak adlandirilir.
Kisitlarin kismi bozulmasina izin veren sans kisith stokastik programlama problemi, yaklasik
giivenilirligi saglayan bir yontem olarak goriilebilir. Bu yontem genellestirilmis ve bir¢ok endiistriyel
ve ekonomik problemde uygulanmistir (Sengupta, 1972).

Sans kisith dogrusal programlama modeli,
max(min)z(x) =Y ¢;x,
=

P{Zaijxjﬁbi}ZI—ui, i=1,..,m 2.1)
ijO, j=L..,n
uie(O,l), i=1..m

bi¢iminde tamimlamr. Burada c;,a; ve b, katsayilarmin timi, ikili veya tek olarak rasgele

degiskenlerdir ve u,’ ler secilmis olasihiklardir. x, karar degiskenlerinin deterministik oldugu
varsay1llmistir (Taha, 1997).

(2.1) modelinde katsayilarin rasgele degisken olmasi durumunda, her birinin belli bir dagilima sa-
hip olmasi veya bunlarin ortak dagilimmin bilinmesi gereckmektedir. Problemin ¢6ziim agamasinda
amagc, modeli rasgele degiskenlerden kurtararak sans kisith probleme denk olan deterministik problemi
elde etmektir.

Katsayilarin normal veya ki kare dagilimina sahip olmasi durumundaki sans kisitli problemlerin
deterministik esitliklerinin elde edilmesi alt kesimlerde verilmistir.

2.1 Katsayilar1 Normal Dagilima Sahip Rasgele Degiskenler Olan Sans Kisith Modeller
Dogrusal programlama problemlerinde, katsayilarin rasgele degisken oldugu durumda genel
olarak normal dagilima sahip oldugu varsayilir. Bu varsayim altinda (2.1) modeli ile verilen sans

kisitl stokastik dogrusal programlama probleminde ¢;,a; ve b,’ler normal dagilima sahip rasgele
degiskenlerdir.

Katsayilari normal dagilima sahip sans kisitlarinin deterministik esitliklerinin bulunmast

1) Yalmz a; katsayilari rasgele degisken,
2) Yalniz b, katsayilari rasgele degisken,
3) Yalniz ¢, katsayilar rasgele degisken,

4) a; ve b, katsayilarmin her ikisi de rasgele degisken,

bi¢ciminde tanimlanan dort durum ile verilmistir. Diger durumlar bu doért durumun kombinasyonu ile
elde edilebilir.
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Durum 1: Yalniz a; katsayilari rasgele degisken ise;

a;, E (%—) ortalamali ve Var(al.j) varyansl normal dagilima sahip rasgele degisken olsun. g, ve a;,

rasgele degiskenleri arasindaki kovaryansin bilindigi varsayilsin. d; rasgele degiskeni

n
d, = Zang , i=1..m
J=1

bi¢iminde tanimlansimn. a,,,...,a,, katsayilari normal dagilimli rasgele degiskenler ve x,,...,x, karar

degiskenleri olmak iizere, d; rasgele degiskeni

ve
Var(dl.):XTVl.X, i=1,..m

ile normal dagilir. Burada V/,

_Var(al.l) Cov(a,.l,a,.2 ) Cov(al.l,am )_
Cov(a,.a,) Var(a,) ..Cov(a,,a,)

=
Il

Cov(a,.a,) Cov(a,,a,)..Var(a, )

biciminde tanimlanan 7 ’inci kovaryans matrisidir. Bu durumda (2.1) modelinin kisitlari,

Pld, <b]>1-u, (2.2)
. (di_E(di)) . . .
olarak yazilabilir. —( rasgele degiskeni ortalamasi sifir ve varyansi bir olan standart normal
Var(d.

dagilima sahip oldugundan, (2.2) ile verilen kisit
d—FE(d) b-E(d

P| = ( ’)S d ( ’) 2l-u, i=1..m (2.3)
\/Var(d,) \/Var(di) ’

bi¢iminde yazilir. ¢ (Z) , standart normal dagilima sahip Z’ nin dagilim fonksiyonu olmak tizere,

b~ E(d,)

Pld <b]=¢ Var(d,)
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olarak yazilir. Eger K, ¢(Ku_ ) =1-u, olan standart normal degiskenin degeri olarak alimirsa (2.3)
kasita,

b,—E(d,)

/ Var(d,)

z¢(Ku‘_), i=1,..m (2.4)

biciminde ifade edilir. (2.4) esitsizligi, sadece

b—E(d,)

>K .
Var(d,)

ul

oldugu durumda saglanir, veya

E(d)+K,Var(d)<b, i=1,..,m (2.5)

seklinde de yazilabilir. (2.5) esitsizliginde d, rasgele degiskeninin degeri yerine konularak,

ZH:E(aij)xj+Kui1/XTViX <b, i=l..,m (2.6)
j=1

esitsizligi elde edilir. (2.6) kisiti, orijinal olasiliksal dogrusal kisitlara denk, deterministik dogrusal ol-
mayan kisitlardir. Bu durumda, olasiliksal programlama probleminin ¢dziimii,

max(min)z (x) = i CX,
=

iE(alff)xj +Ku, VXTV;X sz i:L"-’m
J=1
>0

j=1..n

bigiminde olusturulan deterministik dogrusal olmayan programlama probleminin ¢6ziimii ile elde
edilir. Eger tiim normal dagilimh g, rasgele degiskenleri bagimsiz ise kovaryans terimlerinin hepsi
sifir olacaktir ve (2.6) ile verilen kisitlar,

bi¢imine doniisecektir (Hulsurkar vd., 1997).

Durum 2: Yalniz b, katsayilari rasgele degisken ise;

b, E (bl.) ortalamali ve Var(bl.) varyansli normal dagilima sahip rasgele degiskenler olsun. Bu du-
rumda (2.1) modelinde verilen sans kisiti
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2p,i=L..m 2.7

b —E(b
bi¢iminde yazilir. Burada p, =1—u, ve (—\/ﬂ standart normal rasgele degiskendir. Bu du-
Var (b,

rumda (2.7) ile verilen esitsizlik

\/Var )_ \/Vari <1—P,—

2.8)

bicimine donisiir. Eger, K o ¢(K » ) =1- p, olan standart normal degiskenin degeri olarak alinirsa

(2.8) ile verilen kisitlar,

| L <¢(K,) (2.9)

oldugu durumda saglanir ya da,

Zaljxj_ )+ K, Var(b,), i=1,..,m

seklinde de yazilabilir. Boylece olasiliksal dogrusal programlama problemine denk olan deterministik
dogrusal programlama problemi,

max(mln)z Z

Zayx} < )+K ,/Var(b) i=1,.,m
x;20 j=1..,n

biciminde ifade edilir (Hulsurkar vd., 1997).
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Durum 3: Yalniz ¢, katsayilari rasgele degisgken ise,

¢, katsayilar normal dagilima sahip rasgele degiskenler oldugundan Z(X) , amag fonksiyonu da nor-

mal dagilima sahip olacaktir. z (X) ’in ortalamasi,
E(z(x)) = .Z‘E(Cf )x]
=

olacaktir. Boylece E-modele ( beklenen deger modeline) sahip deterministik amag fonksiyonu

max(min)E(z(x)) = ZH:E(CJ. )x/
=1
bicimine doniisecektir (Taha, 1997).

Durum 4: a, ve b, katsayilarmin her ikisi de rasgele degisken ise;

h, = Zal‘jx‘A —b, seklinde tanmimlanan bir rasgele degisken olmak iizere, (2.1) modelinde verilen sans
Jj=1

kasitlari
P[h <0]21-u, i=1..m (2.10)

bi¢iminde yazilabilir. /4, normal dagilima sahip rasgele degiskenlerin dogrusal kombinasyonu olarak
verildiginden normal dagilima sahip olacaktir. Boylece (2.10) ile verilen kist,

h-E(h) _ —E(h)

1

d \/Var(hi) - \/Var(hi)

>1—u,,i=1,..,m 2.11)

h-E(h)

seklinde yazilacaktir. Burada ﬁ standart normal dagilima sahip rasgele degiskenlerdir.
Var(h,

Boylece K, , ¢(Ku_ ) =1-u, olan standart normal degiskenin degeri olarak almnirsa (2.11) kisiti,

_E(hz‘) > :
—— 29K ), i=1,.., 2.12
/ Var(hi) ¢( ”") l ; ( :

bigciminde ifade edilir. (2.12) esitsizligi sadece,

—E(h,)

l

2K, , i=L..m
Var(h,) '

oldugu durumda saglanir veya
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E(hi)+K“I,/Var(hi) <0, i=L..,m

seklinde de yazilabilir. Bu durumda olasiliksal dogrusal programlama problemine denk olan dogrusal
olmayan deterministik programlama problemi, /4, rasgele degiskenlerinin de yerine yazilmasiyla

max(min)z(x)zzn:cb/.xj
j=1
E[anai,.xj —bi]+Ku’ Var[zn:ai/.xj —bijSO, i=1,..,m
J=1

J=1

bicimine doniisiir (Taha, 1997).

Durum 1,2 ve 4’de aciklandig1 gibi, katsayilar1i normal dagilima sahip rasgele degiskenler olan sans
kisithi modellerde, bu katsayilara ait beklenen deger ve varyanslar biliniyorsa standartlagtirma islemi
uygulanarak, standart normal dagilim tablolarindan yararlanilmistir. Durum 3°de ise, amag fonksiyonu
katsayilar1 rasgele degisken ise, katsayilarin beklenen degerleri alinarak, amag¢ fonksiyonu deter-
ministik hale doniistiiriilmiistiir. Bu kesimde goriildiigii gibi, normal dagilim varsayimmi altinda
hesaplama islemleri oldukga kolay ve zahmetsizdir.

2.2 Katsayilar1 Ki Kare Dagilimina Sahip Rasgele Degiskenler Olan Sans Kisith Model-
ler

Katsayilar1 ki kare dagilimina sahip olan sans kisitli modellerin deterministik esitliklerinin bulun-
usu karmasik islemler gerektirdiginden literatiirde pek sik rastlanmaz. Sans kisitli modellerin farkli
dagilimlara da sahip olabilecegi diisiincesiyle dort durum igin ki kare dagilimli modellerde incelen-
mistir.

Durum 1: b, katsayilari rasgele degisken ise;

a., A katsayilar matrisinin 7’inci satir vektorii ve u,, 0 ile 1 arasinda sabit olmak tizere, b rasgele

degiskeninin b, elemanlar1 s, parametresi ile bagimsiz merkezsel ki-kare degiskenleri olsun. Bu du-
rumda model (2.1) ile verilen sans kisitlari,

P(ax<b)zu, i=l..m (2.13)
biciminde yazilabilir. (2.13) ile verilen sans kisitinin deterministik esitligi

ax<F" (l—ui) i=1L..m

(2.14)
x>0

bigiminde yazilir. Burada F~' (w) , w=1-u, degeri ile s, serbestlik dereceli ki-kare dagilim fonksi-

yonunun tersidir. (2.14) esitsizligindeki F~' (1 —ui) terimi ki-kare tablosundan rahatlikla bulunabilir.
(Sengupta, 1972).

Durum 2: a; katsayilar1 bagimsiz merkezsel ki-kare degiskenleri ise;

a, , A matrisinin £ mc1 satirmi gostermek iizere,
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d, =ax, k=1..m

esitligi tanimlansmn. Her bir a; katsayisinn ki-kare dagildigi varsayilirsa, a; rasgele degiskenleri,
normal dagilimli rasgele degiskenlerin karesi olarak yazilabilir. Bu durumda,

5,;:(%1].)2; T, = 1/20 k=1,..,m, j=1..n

bi¢iminde tanimlanabilir. Burada 7,; sonlu ortalama ve varyansla normal dagilan rasgele degiskenler-

: 2
dir ve a,, n;

Py . 9 ~ 2
ny; ’lerin bagimsiz oldugu varsayilirsa, &;,,&;, &, 'ler

E(S,)

(§k1 mk/)a j=1...,n

‘nin dagilimina sahiptir. Eger 7, ’ler stokastik olmayan karar degiskenleri ise ve

olmak {izere sonlu beklenen deger ve varyansla bagimsiz normal rasgele degiskenler oldugu goriiliir.
Bu durumda

dy kaj 2 ag+m,) (2.15)

bi¢iminde yazilir. Burada ortalama ve ¢,

. my g = (é:kj _mkj)
- [V ki 1
ey

esitlikleri ile verilir ve gzkj rasgele degiskeni ortalamasi m,; ve varyanst V}; olan normal dagilima, g,
rasgele degiskeni standart normal dagilima sahiptir. Boylece (2.15) ile verilen d, 'nin karakteristik
fonksiyonu CD(t) ,

itigfj itinj(q,q-+rﬁ,q-)2
®(1)=E(e ™ )=E(e " )

2
qk/ th,, qk,+m,q)d
qs

S EEIG

isleminin ¢6ziimii sonucunda

n X ()

o(1)=T](1-2it7,) " exp -

=1
U 2.16
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elde edilmektedir (Sengupta, 1970). (2.16) merkezsel olmayan ki-karenin karakteristik fonksiyonudur.
(2.16) karakteristik fonksiyonu yardimiyla ortalama,

(¥, V)

e varyans.

237+ 20
olarak elde edilir. Burada,

vy

Vy :ij<”kj _E(nkj))z’ x; =7

mka

bigimindedir. Merkezsel olmama parametresi 4 = ZVk/ﬁé “dir (Sengupta, 1972).
=
Bununla birlikte eger herhangi bir y rasgele degiskeni, /4 serbestlik derecesi ile merkezsel ki-kare
dagilimina sahipse bunun olasilik yogunluk fonksiyonu,

biciminde gosterilir. y ’ler ;(,f (h) ile gosterilsin. a;; rasgele degiskenlerinin ortalamalari yani

2)»
E (n,g) ler
2 p—
E (nkj) =a
o1+ 22— . . o
olarak alinirsa ve a;; ’leri y; (akj) ile gosterilirse,

d, = kZl? (h)

olacaktir. Burada
2
n n
S, >,
K™ k)
_ Al J=
L= ve  h=a0—=
o — 2
Zaijj zaij j
Jj=1 j=1

bigiminde tanimlanmistir (Patnaik, 1949). Boylece sans kisitli problem,

P(Lxi (h)<b,)2u, k=1,.,m
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ifadesi yardimiyla hesaplanabilir. Burada islemleri kolaylagtirmak amaciyla /4 niceligi i¢in alternatif
yaklasim kullanilir. Bu yaklasim igin,

" 2
(Z EkijJ .

=l —
<2 7,
(Z dgX; ]

j=l
esitligi tanimlanir. Bununla birlikte D, istenilen bir sabit olmak iizere

2
(z X, ]
=D Zak]
Jj=1

(z Ay, ]

yazilabilir. Bu durumda, D, =1 alinmasiyla, yani /4 ’m en iist sinirmin secilmesiyle,

Z% 51 (.
g

ak/ xj

A
S
5

J=1

ifadesi bulunur ve d, rasgele degiskeninin yaklasik olarak dagilimi elde edilebilir. Boylece sans kisit-
lar

n
— 2
AgX;

n bkzaki j
P ﬁ[Z@st >u; (b, >0) (2.17)
J=1

Jj=1

bigimine doniisiir. Alternatif olarak (2.17)

n n
— — 2 _
ﬂ[bk E a,q.xj/g a,g.ijZuk, k=1,..m
J=1 j=1

yazilabilir. u,’lar onceden belirlenmis tolerans Ol¢iimleridir. Burada Fk(w) serbestlik derecesi

N = z a,; olan merkezsel ki-karenin dagilim fonksiyonudur ve
j=1

F,(w)= ( 271 ( "7) j 7 exp(— 1) dt

ile gosterilir. Segilen serbestlik derecesine gore w degerleri merkezsel ki-kare tablosundan rahatlikla
bulunur ya da dogrudan
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n
b, z aX,
=1
we—Jt
n
- 2
Z ayyX
=

esitligi elde edilir. Boylece sans kisith esitlik,

bZak] X; qua,gx >0

bi¢imine doniisecektir. Burada g, = w, olarak alinir. Bu durumda esdeger deterministik model dis-
bilikey programlama problemi olmak iizere,

minz = —z C]X
Jj=1

biciminde modellenir ( Sengupta, 1970).

Durum 3: a; ve b, ortak bagimsiz merkezsel ki-kare degiskenleri ise;

P (AX < b) >u sans kisit1 ele alinsin. Ilk olarak,

d zak/ /

O =-t=L,  k=l..m (2.18)
b, b,

degiskeni tanimlansin. Bu durumda sans kisith esitlik

P(Qk Sl)Zuk, k=1,...m

bi¢iminde yazilabilir.

Durum 2’deki agiklamalara gére (2.18)” in paydast merkezsel olmayan ki-kare dagilimima sahip-
tir. Ayn1 zamanda b,’ler, b, ortalamasina sahip merkezsel ki-kare degiskenleri olarak alindiginda

(2.18) ile verilen oran merkezsel olmayan F dagilimina sahip olacaktir. Merkezsel olmayan F' da-
giliminin olasilik yogunluk fonksiyonu,

:iexp( )(%) (ﬁfjﬂ o (x);

+J’2) v,

esitligi ile gosterilir. Burada,
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olarak alinmigtir. Diger notasyonlar,

B (m, n) : Standart beta fonksiyonunu

v, L : Payin serbestlik derecesini ve payin merkezsel olmama parametresini (merkezsel olmayan
ki-kare parametresini)

v, : Paydanin serbestlik derecesini gostermek iizere (2.18) ifadesinin dagilimi,

Zakj J n
Xk (h) Zc_lkj
A /Zak/ B Z%xk a
(Be) /s A

oraninin dagilimina esittir. Bu durumda,

[ g

ve serbestlik dereceleri

M, = Zak/, = (2.19)

d
olmak iizere Q, =b_k orant rF (M M 2) ‘nin dagilimi ile bulunur. F (M M 2), M, ve M, ser-
3
bestlik dereceli merkezsel /' dagilimidir. Sans kisitlari,

P(F(M,,M,)<1/r)2u, r>0
ya da alternatif olarak,

G, (¥)zu, k=1..m (2.20)

bi¢iminde yazilir. Burada G, (w) , (2.19) da verilen serbestlik dereceleri ile merkezsel F' degisken-

inin birikimli dagilim fonksiyonudur. Boylece verilen u, ve serbestlik dereceleri igin pozitif sabit
[ ’nin degeri tablodan bulunabilir. Soyle ki,

I, =1/r,

degeri (2.20) esitsizligini saglar. Boylece esdeger deterministik model,

n
max z = Zijj
j=1
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l;k[zakixkj—lk(Za,gxf)[zai}zo x;20 k=1,..m, j=1..,n
j=1 j=1 j=1

bicimine doniisiir (Sengupta 1972).

Durum 4: aij,bl. ve ¢; katsayilari ki-kare dagilimina sahip rasgele degiskenler ise, Durum 3 ile veri-

len modelde, a;, b. katsayilari birlikte rasgele degisken oldugu durum incelenmisti ve denk determin-

1

istik kisit elde edilmisti. O halde Durum 4’de amag fonksiyonunun rasgeleligini incelemek yeterlidir.

Amag fonksiyonu, z=¢X = ZC X, ’nin en biyiiklemesi her verilen olasilik dlgiisii v (0<v<l)
=1
ve alt limit £ igin ele alinmigtir. Burada,

P(z=c'xSf)=v

olasiligi, c fiyat vektoriiniin rasgele oldugu durumda z amag¢ fonksiyonunun beklenen degerinin en
biiyiiklemesini temsil eder. Bir en biiyiikleme problemi i¢in eger toplam kar z, en azindan z,’a esit

veya z, dan biiyiikse yani,
P(z2z))=u, 0<u,<I (2.21)

esitliginin en biiyliklemesi ise, se¢ilmis u, olasilig ile karar vericinin istedigi en biiyiiklemeyi saglar.
(2.21) durumu ele alnsin. u; ’ler dnceden atansin ve ¢; elemanlari (€ fiyat vektoriinin elemanlarr)

ortalamasi ¢, ile ortak bagimsiz dagilan ki-kare degiskenleri olsun ve ;(_f (Ej) ile gosterilsin. Boylece,
R= Zx ; )(jz (51 ); ¢, : ¢, ’nin beklenen degeridir.

=
oraninin dagilimi Durum 2’ dekine benzer olarak,

n
- 2
Z C;X; .

R=1y*(h),burada [ =L——, h=>r¢c

n

Z X, .
=

bi¢ciminde tanimlanmastyla ortaya ¢ikar. Bu durumda deterministik amag fonksiyonu,

n n
_ — 2 -
max z, —WOZijj/chxj
I=

J=1

problemine indirgenir. Burada,

w,=F"' (l—uo)
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olmak iizere pozitif sabittir ve F (v) , ZEJ ortalamali merkezsel ki-kare degiskeninin dagilim fonk-
J=1

siyonudur (Sengupta, 1970).

Durum 1°de, b, katsayilarinin rasgele degisken olmasi durumunda, rasgele degiskenin dagilim fonksi-

yonunun tersi alinabiliyorsa, sans kisit1 (2.14) esitsizligindeki gibi deterministik hale getirilir. Ki kare
dagiliminin tablolagmis degerleri oldugundan bilinen serbestlik derecesi kullanilarak deterministik

kisit rahatlikla elde edilebilir. Durum 2°de, a katsayilar1 bagimsiz ki-kare degiskenleri ise, normal

dagilan rasgele degiskenlerin karelerinin toplaminin ki kare dagilimina sahip olmasi 6zelligi kul-
lanilmistir. Karar degiskenleri ile carpim halinde bulunan teknoloji katsayilarma ait dagilimin
merkezsel olmayan ki kare dagilimia uydugu goézlenmistir. Merkezsel olmayan ki kare dagilimini
merkezsel ki kare dagilimina doniistiiren bir yaklasim kullanilarak ki kare tablosunun kullanilmasiyla

sans kisitt deterministik hale dontstirilmistir. Durum 3°de, g, ve b, ortak bagimsiz merkezsel ki-

kare degiskenleri ise, paydasi merkezsel olmayan, payr merkezsel ki kareye ait oranin dagilimi
merkezsel olmayan F' dagilimina sahip olacaktir. Merkezsel F' dagilimina doniistirme islemi ve bi-
linen serbestlik dereceleri kullanilarak F' tablosu yardimiyla deterministik kisit bulunur. Durum 4’de
ama¢ fonksiyonunun rasgeleligi incelenmistir. Durum 1 ile verilen yontem izlenerek deterministik
esitlik bulunmusgtur.

3. SAYISAL ORNEK

Kesim 2.1 ve 2.2 ile verilen katsayilarin normal veya ki kare dagilimina sahip olmasi durumunda,
deterministik modellerin ayr1 ayr1 olusturulmasi ve model ¢oziimlerinden elde edilen sonuglarin karsi-
lastirilmas1 amaciyla ti¢ degiskenden ve ii¢ stokastik kisittan olusan iki farkli sans kisitli stokastik pro-
gramlama problemi;

max z = ¢, +C, X, + ¢ X,
P(anx1 +a,x, +a;x; < 8) >0.95
P(6121x1 +ay,X, +a,x, < 6) >0.90 (3.1
P(cz31)c1 +03,X, +a3,%, <5)>0.80
x;20, j=12,3

Ve

max z = ¢, X, + ¢, X, +¢; X,
P(5x, +x,+6x,<b)>0.10
P(3x, +2x, +7x,<b,)>0.05 (3.2)
P(6x, +x, +5x,<b,)>0.20
x;20,j=1,2,3

biciminde verilsin. (3.1) modelinde amag¢ fonksiyonundaki c¢ It j=1,2,3 Kkatsayilari, kisitlardaki
a;, i = 1,2,3j=1,2,3 katsayilar1 ve (3.2) modelinde amag¢ fonksiyonundaki ¢ s J = 1,2,3 katsay-
tlar, kisitlardaki b,,i=1,2,3 katsayilar1 ilk olarak normal, ikinci olarak ki kare dagilan rasgele
degiskenler olarak ele alinsin. Her iki dagilima da sahip olmalar1 durumunda (3.1) ve (3.2) modeller-
indeki, a,, b, ve c ; rasgele degiskenlerine iligkin beklenen degerler ve varyanslar, rasgele tiiretilerek
Tablo 1 ile sunulmustur.
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Tablo 1. Katsayilarin Beklenen Degerleri ve Varyanslari

4, %) % b €
Katsayilar | a, a, a a., a,, a b b, b ¢ ¢, ¢
11 12 13 21 22 23 31 32 33 1 2 3 1 2 3
Beklenen
2 1 3 3 2 4 2 3 4 7 6 5 5 6 3
Deger
Varyans 4 2 9 5 3 7 6 2 8 9 4 16 | 8 7 6

Ilk olarak, a, ve c; rasgele degiskenleri normal dagilima sahip iken (3.1) modeline iliskin determin-
istik model

max z = 5x, +6x, +3x,

23, + X, + 3%, +1.645,/4x% + 237 +9x <8

3x, + 2, +4x, +1.285,/5x7 +3x2 +7x2 <6 (3.3)

2, +3x, +4x, +0.845,/6x7 +2x2 +8x7 <5
x,20, j=1,2,3

b vec  rasgele degiskenleri normal dagilima sahip iken (3.2) modeline iliskin deterministik model

max z = 5x, +6x, +3x,
5x,+x, +6x; <10.855
3x,+2x, +7x,<9.29 (3.4)
6x, +x, +5x; <8.38
X; >0, j=1,2,3
bigiminde bulunur. Burada Kesim 2.1°den yararlanilmistir. Amag fonksiyonu katsayilari rasgele

degisken oldugu i¢in Durum3’de, a; katsayilari rasgele degisken oldugu i¢in Durum 1°de, b, katsay-
larinin rasgele degisken oldugu i¢in Durum 2’de verilen deterministik modeller kullanilmustir.

Ikinci olarak, a, ve c; rasgele degiskenleri ki kare dagilimina sahip iken (3.1) modeline iliskin de-
terministik model

max z, = 21.06(5x] +6x; +3x3) /(5x, + 6x, +3x,)
16x, +8x, +24x, —25.2x) —12.6x; —37.8x; >0

18x, +12x, + 24x, —44.1x” —29.4x> —58.8x2 > 0 3-5)
10x, +15x, +20x, —24.4x7 —36.6x; —48.8x; >0
x;20, /=123

b vec  rasgele degiskenleri ki kare dagilimina sahip iken (3.2) modeline iliskin deterministik model
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max z, = 21.06(5x] +6x; +3x;) /(5x, + 6x, +3x,)
5x, 4+ x,+6x; <12.02
3x, +2x, +7x, <12.59 (3-6)
6x, +x, +5x, <7.289
x;20, j=1,2,3
biciminde bulunur. Burada Kesim 2.2’den yararlanilmigtir. Amag fonksiyonu katsayilari i¢in Durum
4’de, a; katsayilari rasgele degisken oldugu i¢in Durum 2’de, b, katsayilarinin rasgele degisken

oldugu i¢in Durum 1’de verilen deterministik modeller kullamilmistir. Amag¢ fonksiyonu igin
olasihigr 0.90 olarak alinmigtir.

(3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) modelleri LINGO paket programu ile ¢oziilerek elde edilen sonuclar
Tablo 2 ile verilmistir.

Tablo 2. (3.3), (3.4), (3.5) ve (3.6) modellerinin sonuglari.

(3.3) Modeli | (3.5) Modeli | (3.4) Modeli (3.6) Modeli
NORMAL KI KARE NORMAL KI KARE
X, 0.4191284 0.000000 0.000000 0.000000
X, 0.9203255 0.5170851 4.645000 6.295000
X, 0.0000000 0.1849498 0.000000 0.000000
max z 7.617595 9.828653 27.87 132.5727
4. SONUC ve TARTISMA

Pratik olarak basit bir problemde baslangig¢ verisi yetersiz oldugunda, elde olan veriler kul-
lanilarak durum igerisinde kararlar vermek bir kuraldir. Karmasik durumlarda, deterministik modeller
yerine stokastik modelleri secerek karar vermenin daha uygun oldugu goriilmiistiir. Baslangi¢ ver-
ilerinin tam olarak bilinmedigi yani bir belirsizlik veya eksiklik i¢erdigi durumda sans kisitli stokastik
programlama problemlerini kullanmak gerekmektedir.

Katsayilarin rasgele degisken olmasi, bu katsayilarin birer dagilima sahip olmasini zorunlu kilar.
Sans kisitlarmin katsayilarinin sahip oldugu dagilimin dogru olarak seg¢ilmesi dnemli bir problem olup
secilen dagilima iliskin sans kisitlarinin, deterministik esitliklerinin nasil elde edilecegi sorusunu
beraberinde getirir. Bu diislinceden yola ¢ikarak normal ve ki-kare dagilimli sans kisitli modellerin
deterministik modellerinin elde edilisleri ayrintili olarak her katsayi i¢in incelenmistir.

Uygulama agamasinda ele alinan sans kisitli modelin katsayilarinin normal ve ki kare dagilimina
sahip olmalar1 durumunda deterministik modelleri bulunmustur. Bu modellere ait ¢éziimler Tablo 2 ile
verilmistir. Coziim sonuglarma gore, dagilimin degismesi ile karar degiskenlerinin ve amag fonksi-
yonlarmin degerlerinin oldukga etkilendigi goriilmiistiir. Bu nedenle gergek hayat problemlerinde
katsayilarin hangi dagilima sahip oldugu dogru olarak belirlenmelidir.

Sonug olarak rasgele degisken katsayilara sahip modellerde oncelikle katsayilara uygun olan da-
gilim se¢ilmelidir. Ele alinan sans kisitli modelin deterministik esitligi teorik temellere dayandirilarak
bulunmalidir.
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